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Aprendizaje

2. Elaboracién de argumentos sobre las condiciones necesarias y suficientes para la con-
gruencia de triangulos.

Indicadores de avance:
2.1. Explica la relacién de congruencia de triangulos, a través de la comparacion de
lados y angulos.

2.2. Reconoce y aplica los criterios de congruencia de triangulos (LLL, LAL, ALA) en la
resoluciéon de problemas geométricos, justificando con argumentos claros y validos.

2.3. Evallia y valida la congruencia de triangulos en figuras geométricas a través de
analisis de sus lados y angulos, estableciendo las condiciones necesarias y suficientes
para dicha congruencia.
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ACTIVIDAD EN BUSCA DE CRITERIOS
PARA TRIANGULOS UNICOS
Juego “Digalo con triangulos”

Materiales
55 tarjetas, todas con la imagen de un triangulo y datos sobre los mismos. Entre estas habra:

« 10 que den informacién sobre la medida de los tres lados;

+ 10 que den informacién sobre la medida de dos lados y la amplitud del angulo comprendido
entre estos;

« 10 que den informacién sobre la medida de un lado y la amplitud de cada uno de los
angulos adyacentes a ese lado;

« 5 que den informacion sobre la medida de un lado;

« 5 que den informacién sobre la medida de dos lados;

« 5 que den informacioén sobre la medida de un lado y un angulo;
« 5 que den informacion sobre la amplitud de un angulo;

+ 5 que den informacion sobre la amplitud de dos angulos;

Instrumentos geométricos (regla, compas, transportador), lapiz, hojas en blanco y un
cronémetro.

Organizacion de la clase
v/ Formacién de equipos: Divida la clase en grupos de 6 estudiantes. Dentro de cada grupo,
formar dos equipos de 3 integrantes.

v/ Preparacién de materiales: Cada equipo recibe instrumentos geométricos y hojas blancas.
Mezcla las tarjetas y colécalas boca abajo en una pila central.

Reglas del juego
1. Turnos y eleccion de tarjeta: Por turnos, un jugador de cada equipo toma una tarjeta y,
sin mostrarla al resto, lee en voz alta los datos que se brindan sobre el triangulo.

2. Construccion del triangulo: Siguiendo las instrucciones de la tarjeta, ambos equipos
deben construir un triAngulo -haciendo uso de los instrumentos que dispone- que cumpla
con las condiciones dadas.

3. Cronologia y puntuacion:
« Cada construccién tiene un tiempo limite de 5 minutos.

« El equipo que termina primero detiene el cronémetro e informa su construccion.
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o Sila construccion es correcta, gana 2 puntos.
o Siesincorrecto, pierde 1 punto.
« El otro equipo puede continuar dentro del tiempo restante:
o Sirealiza una construccién valida y distinta, gana 1 punto.
« Siningun equipo completa la construccién correctamente, no se otorgaran puntos.

4. Fin del juego: El juego continla hasta que uno de los equipos alcanza 10 puntos.

a | Arma tu equipo y desafia en este juego a otros compaferos.

b | Para después de jugar...
Reflexiona solo, o con tu compafiero de banco y respondé las siguientes preguntas teniendo
en cuenta tu experiencia en el juego:

1. Daniela afirma que, con su tarjeta, en la que se indica que dos lados del triangulo miden
5cm y 7cm, sélo podia construirse un Unico triangulo. Valentin cree que no es cierto y
que, si se conociera la medida del tercer lado, entonces si seria Unico. ¢Quién tiene razén?
¢Por qué?

2. Sise da como informacién que dos de los lados de un tridngulo miden 5cm y 7cm
respectivamente y ademas, se conoce la medida del angulo comprendido entre estos
dos lados, ¢cuantos triangulos distintos se pueden construir?

3. Enunajugada, los datos indicaron que un lado media 3cm y dos angulos interiores median
50° y 100° respectivamente. ¢ Es posible que ambos equipos sumen puntos? Explica por
qué.

4. Siunatarjetaindica que el triangulo es equilatero, ¢es este dato suficiente para que solo
un equipo gane puntos? ¢Por qué? Si no lo es, inclui otro dato que permita que sea
suficiente.

5. Mariano opina que, si una tarjeta brinda solo dos datos sobre un triangulo, ambos equipos
podran sumar puntos. ¢ Estas de acuerdo con su opinién? ¢Por qué? ¢Y alcanzan para
que sélo un equipo pueda sumar puntos?
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c | En una nueva version del juego, se incluyen tarjetas “comodin”. Estos permiten que el
jugador invente los datos de un triangulo para el resto de los equipos.

Asi, Lucia cree que, al elegir los datos, podra asegurarse de que su equipo construya
correctamente el triangulo mas rapido que sus contrincantes, y decide pensar en una
estrategia ganadora.

¢Qué datos elegirias si estuvieses en el lugar de Lucia? JustificA como esos datos garantizan
que solo su equipo sume puntos.

d | Volvé a reunirte con compafieros, compartan las respuestas anteriores y a partir de ellas
completen la siguiente tabla:

Dada una coleccién de datos para construir un triangulo, pueden aparecer las
siguientes situaciones:

Datos a partir de los Datos a partir de los Datos a partir de los
cuales no se pueden cuales se puede construir cuales la construccién del
construir ningdn triangulo un Unico triangulo triangulo no es Gnica

Del didlogo a las ideas
Discusion en accién

Afianzando Ideas: Reflexiones con un toque extra

e | Dos equipos, al jugar al juego “digalo con triangulos”, hicieron las construcciones
gue se muestran a continuacién. Analiza los triangulos GHI y JKL, y explica si pudieron
ambos equipos sumar puntos o no.
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« Elsiguiente es otro triangulo que se construyé al jugar, y si se comparan los angulos
interiores con los de los triAngulos anteriores, estos miden lo mismo. ¢ Puede ser
ésta una construccién alternativa a las anteriores? Es decir, si un equipo también
hiciese esta construccién, ¢todos sumarian puntos? ¢ Por qué?

f | En base a lo analizado, ¢importa la posicion del triangulo al momento de decidir
si son congruentes? ¢ Es indistinto realizar una construccién partiendo de uno u otro
dato de los dados al tomar la tarjeta en el juego?

g | Emplea el criterio de congruencia ALA o bien LAL, para construir un triangulo
congruente a ABC. Citd los pasos de construccién que hiciste.
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h | Analiza si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, explicando con

argumentos la decisién tomada.

Proposicion

Explicacién

El triangulo ABC es
un triangulo isésceles,
y la semirrecta CH es
la bisectriz del angulo
<ACB. Entonces los
triangulos ACH y BCH
son congruentes.

o

g iy Sy~

Si ABCD es un
rectangulo, los

y DBC son
congruentes.

tridngulos ABC R

En la imagen, los
puntos C, B y E
estan alineados, y
los puntos A, By D
también lo estan.
Entonces, los trian-
gulos ABC y EDB
son congruentes.
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ACTIVIDAD
Sugerencias para el docente

Los estudiantes inician el abordaje de esta actividad, ya habiendo trabajado con las cons-
trucciones de triangulos a partir de lados o angulos dados, por lo que saben usar los instru-
mentos geométricos para tal fin, saben que no siempre la construccién es posible con
estos datos: si se dan los tres segmentos-lados, deben satisfacer la desigualdad triangular,
y si se dan los angulos interiores, deben satisfacer la propiedad angular.

DESIGUALDAD TRIANGULAR

“La medida de cualquiera de los lados
del triangulo es menor que la suma
de las medidas de los otros dos
lados”.

«+ a<b+c

« b<c+a

e c<atb

Triangulo ABC, cuyos lados AB, BC y CA, ’?ROPIEDAD ANGULAR
miden a, b y c respectivamente, y cuyos ,La suma de !as medidas 'd,e los tres
angulos interiores <CAB. <ABC y <BCA, angulos interiores del triangulo es

180°".

miden respectivamente a, By y.
. a+ B ty= 180°

En esta actividad, se espera que los estudiantes desarrollen argumentos sélidos para anali-
zar y determinar las condiciones necesarias y suficientes que garanticen la congruencia de
triangulos. A través de la experimentacion, la resolucién de problemas y la reflexion, se
busca que comprendan cémo diferentes combinaciones de datos sobre los lados y angulos
interiores, permiten o no la construccion de un triangulo Unico.

Cabe senalar que, la idea de que la construccién sea Unica, refiere a que, dados ciertos
elementos y condiciones, solo existe una figura (en este caso triangulo) posible que satis-
face tales datos, independientemente de su posicidn u orientacién en el plano o el espacio.

La actividad inicia con una instancia de exploracién ludica, en donde deban poner en acto
no solo las habilidades de construccién geométrica, sino que también conjeturen sobre
cuando esas construcciones garantizan una Unica respuesta y cuando no.
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Esta formulacién de conjeturas se explicita en las tareas “para después de jugar”, en donde
el estudiante debe comenzar a formular argumentos que validen o refuten conjeturas.

En la tarea 1, es necesario volver sobre las construcciones basadas en los lados del
triangulo y reflexionar sobre la insuficiencia de contar con solo dos medidas de lados
para que la construccidn sea Unica, mientras que el dato de un tercer lado seria sufi-
ciente. En los argumentos de la no unicidad del triAngulo conociendo dos lados, se
puede plantear que la “apertura” entre los dos segmentos construidos es variable, y
esto hace que haya infinitos (o muchos) triangulos posibles de construir. Esta consigna
apunta a la formulaciéon de criterio LLL de congruencia de triangulos.

Continuando lo analizado en 1, en la consigna 2 se agrega el dato del angulo compren-
dido entre los lados dados. Aqui la construccién serd Gnica, puesto que, de la infinidad
de triangulos citados anteriormente, ahora se reduce a un Unico caso, y esto se debe a
que la "apertura” entre estos dos ya no es variable. Este analice conlleva a la idea del
criterio LAL.

En la tarea 3, la consigna invita a analizar la construccién de triangulos cuando se
conoce un lado y dos angulos interiores. Aqui surgen varias cuestiones asociadas a la
exploracion de la construccién; por un lado, queda evidente que también se conoce
cuanto mide el tercer angulo, puesto que los estudiantes ya han trabajado con la pro-
piedad angular (la suma de las medidas de los tres angulos interiores de cualquier
triangulo, siempre es 180°); por otro lado, debe analizar si la posiciéon de cada angulo
respecto del lado produce cambios en la construccién, para poder conjeturar que esta
informacién dada -un lado y dos angulos- no es suficiente para hacer una Unica cons-
truccidén, sino que debe especificarse que son angulos adyacentes a este lado. Este
trabajo, supone una aproximacion al criterio ALA.

En la consigna 4, el dato dado es que el triangulo es equilatero. Si se piensa desde los
lados, los tres lados deben ser congruentes, pero los estudiantes no conocen cual es la
medida del lado del triangulo, y cémo ésta puede variar, el triAngulo construido no es
Unico. Si se piensa desde los angulos, los tres son congruentes (miden 60° cada uno),
pero este dato no alcanza para hacer Unica a la construcciéon, puesto que puede variar
el tamafo del triangulo. Esta consigna apunta a formular una condicién no suficiente
para hacer Unica la construccion del triangulo (AAA, no es un criterio de congruencia).
Luego deben agregar un dato mas, y este dato es la medida de un lado, volviendo a
cualquiera de los dos criterios analizados: LLL, ALA. Incluso, al ser equilatero, si se
conoce la medida de un lado, se conoce la medida de los tres; esto también supone
poder aplicar el criterio LAL.

En la consigna 5, el estudiante debe conjeturar sobre la unicidad o no de una construc-
cién si se conocen solo dos datos (LL, LA, AA). Aqui surgira la insuficiencia para la unici-
dad si se cuenta con solo dos datos, y la necesidad de que se cuente con tres (no es
suficiente por los casos estudiados en 2 y 3)
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Posteriormente, en la tarea ¢, el estudiante debe explicitar una conclusién sobre la estra-
tegia ganadora, la cual lo lleva a pensar en qué datos deben darse para que la construcciéon
sea Unica. En base al analisis previamente realizado, se espera que el estudiante postule
alguno de los tres criterios a los que se ha aproximado: “dar las medidas de los tres lados
(LLL)", “"dar la medida de dos lados y el angulo comprendido entre los dos (LAL)", o bien,
“dar la medida de dos angulos y el lado adyacente a estos dos (ALA)".

Finalmente, como sintesis de la exploracién realizada, se le pide que complete una tabla
con los casos en donde la construccién es Unica, no lo es, e incluso retome cuando no se
puede hacer la construccién (segun la desigualdad triangular y la propiedad angular).

En un tercer momento, al finalizar la actividad, se propone una instancia de socializacién y
reflexién guiada por el docente. En esta instancia de la clase, se busca invitar a los estu-
diantes a compartir sus respuestas, sus procedimientos y argumentaciones, dando lugar a
debates y confrontacion de respuestas, para luego recuperar aquellas ideas y razonamien-
tos que permitan reflexionar sobre las condiciones necesarias y suficientes para que la
construccién de un triangulo sea Unica, para profundizarlas y dar formalidad al conoci-
miento, de manera tal que éste tome forma de un saber general que pueda ser evocado
cuando una nueva situacién lo requiera.

Algunas preguntas que pueden formularse son:

¢Qué entienden por “construccion Unica"? ¢ Por qué es necesario conocer la medida de un
lado para que la construccién sea Unica? ¢Por qué no sera Unica si lo que se conocen son
solo angulos? ¢Cémo se puede asegurar que dos construcciones realizadas refieren al
mismo triangulo?

¢Cuales son esos criterios a los que se arribé tras esta actividad para garantizar que la
construccion sea Unica?

El docente toma nota en el pizarrén de alguna conclusién colectiva a partir de la socializa-
cion de los estudiantes y le asigna el nombre de CRITERIOS DE CONGRUENCIA DE
TRIANGULOS.

Se sugiere que quede registrado en la carpeta del alumno para que lo puedan repasar y
recuperar cuando lo consideren necesario.

Finalmente, se proponen algunas tareas extra para trabajar, reforzar ideas y resignificar en
aplicaciones lo aprendido. Estas tareas ponen énfasis en la argumentacién, haciendo uso
de los criterios de congruencia de triangulo, y para ello requieren de instancias de explora-
cién para formular conjeturas, validarlas con base en propiedades geométricas, y luego
discutirlas en la clase con sus pares.

En la consigna e, se proponen reflexionar sobre una situacién al jugar el juego propuesto
en esta actividad, y en la que debe analizarse si se trata del mismo triangulo o no, es decir,
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si la construccién es Unica o no. Para ello, tendra que recurrir a las estrategias de medicién
de lados y/o angulos usando instrumentos geométricos, para concluir que los triangulos
mostrados son congruentes, es decir que la construccién es Unica basandose en alguno de
los tres criterios de congruencia.

« Sies necesario, el docente intervendra en el trabajo de los estudiantes sugiriendo que
midan los lados usan el compas, poniendo éstas en correspondencia con las circunfe-
rencias que aparecen en la imagen: la circunferencia c tiene centro en G y radio GI, lad
tiene centro en H y radio Hl, la circunferencia e se centraen Jy el radio es JL, y la k se
centra en el punto K y el radio es KL). Siguiendo esta idea, los estudiantes podrian
trazar las circunferencias restantes, que les permitird terminar de medir los tres lados
de cada triangulo, y asi comparar todas las medidas para observar la congruencia (hay
congruencia entre circunferencias trazadas, y por consiguiente entre lados del triangu-
lo), y asi argumentar por el criterio LLL que los triAngulos son congruentes.

Otro camino, podria ser medir angulos interiores del triangulo, e identificar al menos un
lado congruentes, para justificar la congruencia basados en el criterio ALA (o bien
LAL).

Seguidamente, se le proporciona un tercer triangulo para comparar con los anteriores, y en
éste resulta que, si bien los angulos son congruentes, la disposiciéon de los mismos no es la
misma, es decir que no se satisface ninguln criterio de congruencia de triangulos. En esta
consigna, se pone énfasis en que el criterio ALA (o incluso el LAL), establecen una posicién
estricta de los dngulos respecto de los lados de referencia.
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Luego, en f, se plantean dos interrogantes en donde, se debe concluir sobre la indepen-
dencia de la posicién o de cual es el primer dato usado en una construccién, en relacién a
la unicidad o no de la misma. La forma de analizar esto nuevamente esta basada en la
exploracion de medidas con instrumentos geométricos y en el uso de los criterios de con-
gruencia.

En el item g, se pide que el estudiante use los criterios de congruencia, no para argumen-
tar, sino para construir. Aqui, la idea de que son suficientes para garantizar la congruencia
de triangulos, mientras que en las tareas anteriores fueron usados como una condicién
necesaria. Por otro lado, la consigna invita a repasar la construccion de segmentos y angu-
los congruentes a los dados (transferencia de segmentos y angulos), haciendo uso de los
instrumentos geométricos.

Finalmente, el item h es una reinversion en donde el estudiante debe analizar el valor de
verdad de proposiciones sobre posibles congruencias de triangulos. Para ello, tendran que
remitirse a argumentos basados en objetos geométricos conocidos (bisectriz, angulos
rectos, colinealidad, rectangulo, triangulo isésceles, triangulo rectangulo) y sus propieda-
des, para luego emplear el criterio que resulte conveniente para el caso y justificar el valor
de verdad de cada proposicién.

En caso de que alglin concepto geométrico no esté lo suficientemente afianzado, o no
logren los estudiantes recuperarlo, pueden hacerse breves intervenciones con preguntas
para activar conocimientos previos. A continuacion, se plantean algunos interrogantes que
pueden servir para acompanar el trabajo argumentativo:

La afirmacién es “Verdadera”. Y algu-
nas preguntas orientadoras pueden
ser:

¢Qué significa que el triangulo sea isés-
celes? ¢Cuales son los lados congruen-
tes en ABC? Si CH es la bisectriz del
angulo <ACB, esto implica que lo divide
en dos angulos que son congruentes
H (<ACH y <BCH), ¢qué implicancias
tiene sobre el lado AB?

)
]
1
1
1
1
1
]
]
]
1
1
1
1
]
]
1
1
1
1
]
]
1
1
1
T
1
]
1
1
1
1
1
1

El triangulo ABC es un triangulo isésce-
les, y la semirrecta CH es la bisectriz del
angulo <ACB. Entonces los triangulos
ACH y BCH son congruentes.

Cuando se comparan los triangulos
ACH y BCH, ¢qué elementos podemos
comparar? ¢Se cumple algin criterio
de congruencia de tridngulos?
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Si ABCD es un rectangulo, los triangu-
los ABC y DBC son congruentes.

En la imagen, los puntos C, B y E estan
alineados, y los puntos A, By D también
lo estan. Entonces, los triangulos ABC y
EDB son congruentes.

D& @) MENDOZA

La afirmaciéon es “Verdadera”. Algunas
preguntas orientadoras pueden ser:

¢Qué significa que ABCD sea un rectan-
gulo? ¢Cémo son los lados y cédmo son
los angulos en el rectangulo? ¢Cémo son
las diagonales AC Y BD en el rectangulo?
Con todo esto, ¢qué elementos de los
triangulos ABC y DBC, se pueden com-
parar? ¢Se cumple algun criterio de con-
gruencia de triangulos?

La afirmacién es verdadera. Algunas
preguntas orientadoras pueden ser:

¢Qué significa tener puntos alineados o
colineales? Si son colineales y los
grupos de puntos tienen en comun al
punto B, ¢qué tipo de angulos son los
angulos <ABC y <EBD? ¢Qué implica
ésto?

Si se observan las circunferencias
trazadas con el compas, ¢cdmo pueden
emplearse para comparar los lados AB
y BE, y los lados BC y BD?

Con todo esto, ¢qué elementos de los
triangulos ABC y EBD, se pueden com-
parar? ¢Se cumple algln criterio de
congruencia de triangulos?

Se sugiere, dependiendo de las particularidades de cada clase, profundizar el trabajo argu-
mentativo por parte de los estudiantes al analizar otros criterios de congruencia de trian-
gulos basados en elementos como alturas o medianas. Por ejemplo, se pueden considerar
los problemas 9 y 10 propuestos por Sessa (2007, pp. 44-45). O bien, probar la veracidad
de la siguiente proposicion: “Dos triangulos son congruentes si tienen congruentes un lado,
y la altura y la mediana correspondientes a ese lado”. En cualquiera de estas consignas los
estudiantes podran iniciar trabajando desde lo experimental (construyendo y analizando lo
que se construye), formulando conjeturas a partir de lo que observan, y luego validar las
conjeturas haciendo uso de los conocimientos sobre geometria disponibles (definiciéon de
altura, mediana, perpendicularidad y paralelismo, criterios de congruencia LLL, ALA, LAL,
desigualdad triangular, etc.)
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